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摘要

《魔法少女小圓》中的魔法少女、魔女與丘比構成一個子系統。本研究將其簡化為

一個封閉的資源循環，並以個體模擬（agent-based simulation）觀察它在系統層面

的表現，也就是把每一名魔法少女與每一隻魔女都當成獨立個體逐一模擬，再看整

體會浮現什麼樣的規律。簡化後的模型保留五項要素：靈魂寶石會累積濁化、濁化

須以魔女留下的悲嘆之種淨化、寶石濁化至飽和的少女將化為魔女、丘比回收此一

轉變所釋放的能量，以及新的少女透過締約進入系統。模型建構於城區網格之上，

並納入少女彼此爭奪悲嘆之種的鷹鴿賽局（hawk–dove game）。研究發現有四：

一、一名少女一生累積的濁化主要來自與其他少女的爭奪，而非與魔女的戰鬥；魔

女稀少時兩者比例約為 5.9 比 1，魔女充裕時則降至 1 以下。二、少女折損的速率

取決於丘比締約的速率，與悲嘆之種的供給幾乎無關；魔女增加時改變的是折損的

方式而非折損的人數，其中以魔女化收場的比例由 88% 降至 31%。三、丘比累積
回收的能量受限於新候選人出現的速度，因此使回收量最大化的招募率，會隨著評

估期間拉長而下降；早期的高回收來自一次性的存量，這是一個龐氏（Ponzi）結

構。四、爭奪悲嘆之種的侵略性呈現公地悲劇（tragedy of the commons）的結構：

族群整體在侵略性約 0.15 時存活最久，但在資源稀缺的情況下，較強硬的策略仍

能侵入較溫和的族群。以上結果均為模型在既定假設下的性質。本文標明各項結果

成立的參數範圍，並以一條精確的守恆恆等式檢驗程式實作。

關鍵詞 個體模擬 · 共有資源 · 族群動態 · 演化賽局理論 · 虛構世界建模

1前言

本研究處理《魔法少女小圓》中的一個子系統，其成員為魔法少女、魔女與丘比。我們把它形式

化成一個資源循環，並以下列五項作為模型的假設：

1. 魔法少女的靈魂寄託於靈魂寶石之中。

2. 靈魂寶石會隨時間與魔力使用而累積濁化。

3. 濁化可透過悲嘆之種淨化，而悲嘆之種由被擊敗的魔女留下。

4. 靈魂寶石濁化至飽和時，持有者化為魔女，丘比回收此一轉變所釋放的能量。

5. 新的少女透過與丘比締約進入系統。
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圖 1 資源循環示意。實線為主循環，紫色虛線為丘比的兩項作用。點線是系統的兩個邊界流： 

一是魔女從模型外部湧入，二是靈魂寶石碎裂造成的折損；碎裂不會產生魔女，因此沒有能量可 

回收。圖中的寶石與種子圖示是為本圖繪製的原創幾何造型。

上述五項假設共同定義了本研究的模型。各項假設皆僅影響每日循環中的單一階段，因此若欲採

用不同的形式化方式，只需更動 小節 3 中對應的規則。

圖 1 以示意圖呈現這個循環。以此方式寫下之後，模型便具備共有資源（common-pool resource）

系統的結構。悲嘆之種是可再生資源，其供給一部分來自模型外部進入的魔女，一部分則來自魔

法少女本身，因為魔女化的少女會成為其他人的種子來源。丘比則從族群的汰換中取得能量。這

類系統已有成熟的研究傳統：漁業生物經濟學（bioeconomics）[1], [2], [3] 處理可再生存量的採

收，共有資源研究 [4], [5] 處理開放取用的後果，演化賽局理論（evolutionary game theory）[6], 

[7] 則處理對可分資源的爭奪。

接著本研究探討這個循環在系統層面的表現：一段生涯可以持續多久？一座城市同時能維持多

少名少女？種子供給如何分配？這些又如何隨魔女出現的頻率與締約的頻率而變化？我們感興

趣的行為，多半難以直接從規則本身看出來，其中最關鍵的，是種子經濟與圍繞種子的爭奪兩者

之間的交互作用。

模型中並未寫入任何關於領域、合作或掠奪的規則，少女之間的差異也僅有戰鬥力、位置與一個

侵略性參數。即便如此，仍有數種模式從模擬中湧現（emergence），本文大部分篇幅即用於刻

畫這些模式。

1.1研究貢獻

• 一個帶有空間結構的個體模型（小節 3），具備完整的濁化收支、由模型內部決定的締約速率，

以及對悲嘆之種的鷹鴿賽局式爭奪。

• 一條關於濁化的精確守恆恆等式（小節 3.4），可將一段生涯分解為來源與去向，並作為驗證

工具使用。

• 四項研究發現（小節 4）：爭奪主導濁化收支；折損速率取決於締約速率，種子供給只改變折

損的方式；累積回收量受候選人流入速度所限；侵略性呈現具有內部最適解的公地悲劇。

• 對上述結果整體意義的討論，以及將模型用作敘事生成之規則核心的可能性（小節 5）。
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2相關研究

個體模擬。 由局部規則推導出系統層面的規律，是個體模擬的標準做法，此一方法在 Sugarscape 

的傳統中確立 [8]。這類研究先在個體層面定義行為，再定義個體之間的互動，最後觀察宏觀樣

貌（macro pattern）如何從微觀活動中湧現，本研究亦沿用此一取徑。近年也有研究以語言模

型驅動的角色（LLM agent）產生可信的社會行為 [9]，小節 5 將回到這一點。

生物經濟學。 Gordon–Schaefer 模型將 S 型的存量成長曲線（logistic growth）與捕撈努力量結

合，並指出三個參考點：最大可持續產量（maximum sustainable yield）、最大經濟產量（maximum 

economic yield），以及開放取用均衡（open-access equilibrium），此時經濟租已被完全耗散 [1], 

[2], [3]。此模型最接近本研究所設定的締約問題，但有一項結構差異需要先行說明。在漁業中，

被採收的存量與可再生資源屬於同一族群；在本模型中兩者並不相同：悲嘆之種是可再生資源，

而魔法少女同時是被採收的存量與採收的努力量。

爭奪。 鷹鴿賽局 [6], [7] 指出，只要升高衝突的代價超過所爭資源的價值，便會出現混合均衡。

本研究採用其空間版本，其中爭奪價值會隨人均可用種子容量下降而升高，因此衝突強度由模型

內部決定。

規則系統的形式描述。 線性邏輯（linear logic）[10] 適於描述資源轉換規則，因為狀態變化不

需要另外宣告「哪些東西沒有改變」（框架公理 [11]），Ceptre [12] 即以此為基礎建立規則描

述語言。回答集程式設計（answer set programming）則用來描述生成內容的設計空間（design 

space），作法是把空間的條件直接寫成邏輯程式 [13], [14]，以及雙向地分析遊戲系統 [15]。這

類工具擅長處理硬約束與可達性，而本研究的問題屬於量化與族群層面，因此採用模擬。

3模型

3.1狀態

時間為離散，每一步代表一日。空間是 𝐺 × 𝐺 的城區網格，四邊相接，走出右緣會回到左緣（數

學上即一個環面），其中 𝐺 = 6。狀態包含一組魔法少女、一組魔女、一個代表候選人池的數值 

𝑃，以及丘比的累積回收量 𝐸。

魔法少女 𝑖 具有位置、濁化程度 𝑐𝑖 ∈ [0, 1]、戰鬥力 𝑤𝑖、所持悲嘆之種及其殘餘容量、侵略性參

數 𝑎𝑖 ∈ [0, 1]、年齡，以及若干用於記錄的累計量。魔女具有位置與力量 𝑤。

3.2每日循環

一、候選人與魔女出現 候選人池以 Λ 成長，上限為 𝑃max。魔女自模型外部出現，速率為 𝜎，
依 Poisson(𝜎) 抽樣。每隻現存魔女以機率 𝛿 轉入休眠。

二、自然濁化與移動 每名少女年齡增加一日，並累積自然濁化 𝛼。她以機率 ℎ 朝最近的魔女移

動一格，否則隨機移動。

三、戰鬥 在每個有魔女的城區，由在場戰鬥力最高的少女與之交戰，並累積 𝛽𝑤 濁化。她以機

率 𝑤𝑖/(𝑤𝑖 + 𝑤) 獲勝，此時魔女被移除，她取得一顆容量為 𝜅 的悲嘆之種。若戰敗，則額

外累積 0.8𝛽𝑤，且靈魂寶石以機率 𝑝𝑠 碎裂。寶石碎裂會使少女折損，但不產生魔女，因此

不帶來任何回收。

四、爭奪 在每個有兩名以上少女的城區，隨機一對進行鷹鴿賽局。少女 𝑖 以機率 𝑎𝑖 採取強硬

策略。若雙方皆強硬，敗方付出 𝐶 濁化、勝方付出 0.35𝐶，敗方所持種子以機率 0.5 易手，
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敗方寶石則以機率 1.5𝑝𝑠 碎裂。若僅一方強硬，她以機率 0.35𝑉  自不強硬的持有者手中取

走一顆種子，其中爭奪價值 𝑉 = (1 + Σcap/𝑀)
−1

 會隨人均可用種子容量下降而升高。若雙

方皆不強硬，則不發生任何事。

五、淨化 當 𝑐𝑖 超過觸發值 𝑐trig 且手中有種子時，濁化會下降至目標值 𝑐targ，代價是消耗種子

的殘餘容量。

六、魔女化 濁化 𝑐𝑖 ≥ 1 的少女化為力量 𝜆𝑤𝑖 的魔女，丘比的回收量增加一單位。

七、締約 丘比每日提出 Poisson(𝜌) 次招募邀約，每次以機率 𝜋 被接受，並消耗一單位候選人

池。新加入的少女，其侵略性或取自一個固定值，或以存活時間為權重模仿近期折損者。

3.3參數

表 1 列出十七個參數。本研究將其視為一個待探索的設計空間，而非待估計的量，此一用法與 

[13] 一致；結果則以最常變動的兩個參數呈現：魔女出現率 𝜎 與招募率 𝜌。日數、人數等絕對數
值只在模型內部有意義，不宜直接對應到作品中的時間或人數。

符號 數值 意義 English

𝛼 0.0022 每日自然濁化 passive drain

𝛽 0.030 每單位交戰魔女力量所致濁化 combat corruption coefficient

𝜅 1.5 悲嘆之種容量 grief seed capacity

𝑐trig, 𝑐targ 0.55, 0.25 淨化觸發值與目標值 cleansing trigger / target

𝑝𝑠 0.012 每次戰敗的寶石碎裂機率 shatter probability

𝜆 1.6 魔女化時的力量倍率 power multiplier

𝐺 6 網格邊長（城區數） grid side

ℎ 0.75 朝魔女移動的機率 patrol probability

𝜎 見內文 每日魔女出現數 witch arrival rate

𝛿 0.004 每日魔女休眠率 dormancy rate

Λ, 𝑃max 0.25, 90 候選人流入與池上限 candidate inflow / pool cap

𝜌 見內文 每日招募邀約次數 offer rate

𝜋 0.55 邀約被接受的機率 acceptance probability

𝐶 0.11 升高衝突的濁化代價 escalation cost

𝑎 0.25 或逐一變動 侵略性 aggression

表 1 模型參數。

3.4濁化收支

濁化在個體內是守恆的：它被產生、被淨化，或被帶到生涯結束為止，除此之外沒有其他去處。

因此每一段生涯都滿足一條精確的恆等式。考慮一名少女：她在 𝐿 日後結束生涯，一生累積淨

化 𝑃  單位，在與魔女的戰鬥中承受 𝐶cb 濁化，在爭奪中承受 𝐶cf 濁化，結束時寶石負載為 𝑐end。

她滿足：

𝛼𝐿 + 𝐶cb + 𝐶cf = 𝑐end + 𝑃 . (1)

移項後可知，生涯長度即為一份濁化預算除以自然濁化率：

𝐿 = (𝑐end + 𝑃 − 𝐶cb − 𝐶cf)/𝛼. (2)
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在進行模擬之前，有兩點可先行看出。若一名少女從不戰鬥、從不爭奪，也從不淨化，她的生涯

長度就是 1/𝛼 = 455 日。這個數字可作為模型的自然壽命單位。此外，淨化與衝突在 式 2 中的

符號相反，因此決定壽命的是兩者之間的平衡，而非其中任何一方。

在穩態（steady state）下，Little 定律 [16] 將同時存在的人數、締約率 𝑅 = 𝜌𝜋 與平均生涯長

度連結起來：𝑀 = 𝑅 𝐿；而丘比的回收速率為

𝐸̇ = 𝑅𝑓𝑤, (3)

其中 𝑓𝑤 為以魔女化（而非碎裂）收場的比例。式 3 是後續分析的關鍵：它顯示種子經濟只能透

過 𝑓𝑤 這一個管道影響丘比的回收。

4結果

所有模擬執行 8000 日。穩態量取最後 2000 日的平均，生涯統計則彙整各次重複試驗中已完成

的生涯。除另有說明外 𝜌 = 0.03，即每日 𝑅 = 0.0165 份契約。

4.1基準情境

圖 2 顯示 𝜎 = 0.02 的一次模擬。系統穩定在 𝑀 = 16.4 名少女與 𝑊 = 0.037 隻現存魔女。魔女

幾乎一出現即被獵殺，因此場上看得到的魔女，數量遠少於獵殺它們的少女。生涯長度中位數為 

411 日、平均為 673 日；84.9% 的折損屬於魔女化；丘比每日回收 0.0126 單位。平均濁化維持

在 0.42 附近且沒有漂移，顯示模擬已達穩態。

圖 2 𝜎 = 0.02、𝜌 = 0.03 的基準模擬。上：魔法少女與現存魔女數。中：族群持有的未使用悲

嘆之種總容量。下：平均寶石濁化，虛線為魔女化門檻。
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4.2結果一：爭奪主導濁化收支

將 式 1 沿魔女出現率分解（圖 3、表 2），可得第一項發現。魔女稀少時，少女在與其他少女

的爭奪中承受的濁化，是與魔女戰鬥所承受者的 5.3 至 5.9 倍。終結一段生涯的濁化，大部分來

自自然濁化與其他魔法少女。

此一比例強烈受魔女密度影響。它隨 𝜎 上升而單調下降，至 𝜎 = 0.5 時降為 0.8：魔女多則種子
多，爭奪價值 𝑉  隨之下降，升高衝突便不再划算。因此在本模型中，爭奪是稀缺的結果。種子

難以取得之處會出現領域排他，種子充裕之處則不明顯。

圖 3 濁化收支。左：一生的濁化來源（左柱：自然濁化、與魔女戰鬥、少女之間的爭奪）與去

向（右柱：生涯結束時的寶石負載、由種子淨化的部分）。右：爭奪成本對戰鬥成本的比值，虛

線為兩者相等處。

𝜎 𝐿 自然 戰鬥 爭奪 淨化 𝑀 𝑓𝑤

0.005 609 1.34 0.118 0.694 1.19 11.5 0.878

0.02 689 1.52 0.165 0.929 1.67 13.1 0.844

0.05 733 1.61 0.211 1.114 2.02 15.7 0.813

0.2 866 1.91 0.717 1.495 3.33 22.2 0.608

0.5 980 2.16 2.145 1.716 5.42 30.6 0.307

表 2 以濁化單位表示的一生收支、以日為單位的平均生涯長度、同時存在的人數，以及魔女化

比例。每列四次重複試驗（replicate），𝑛 = 441 至 501 段生涯。

4.3結果二：折損速率取決於締約，而非種子供給

在魔女出現率橫跨百倍的範圍內，少女折損的速率維持在每日 0.0138 至 0.0157 之間，一如 式 3 

所預期，隨締約速率而定（圖 4 中圖，虛線為 𝑅𝑓𝑤）。使種子經濟變得充裕，並不會減少結束

生涯的人數，改變的是她們結束的方式：當 𝜎 由 0.005 升至 0.5，魔女化的比例由 87.8% 降至 

30.7%，因為戰鬥致死發生在飽和之前。丘比的回收亦隨之由每日 0.0126 降至 0.0043。

這是種子經濟影響丘比的唯一途徑，其方向值得注意。魔女眾多的環境對丘比並不有利，原因不

在於少女得以存活，而在於她們折損的方式變了：更高比例的少女死於碎裂或爭奪，這兩種都無

法回收能量。與此同時，同時存在的人數幾乎增為三倍，由 11.5 升至 30.6，平均生涯長度上升 

61%，由 609 日增至 980 日，但中位數僅上升 15%，由 415 日增至 478 日。資源充裕主要放大

的是族群規模與生涯分布的上尾（圖 4 右圖，第 90 百分位由 1128 日移至 2612 日）。
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圖 4 左：魔女化比例對魔女出現率。中：丘比的回收量，並疊上 式 3 的預測值 𝑅𝑓𝑤。右：低

出現率（圖中 closed，𝜎 = 0.005）與高出現率（圖中 open，𝜎 = 0.5）兩種情況下的生涯存活曲
線（survival curve）。

完整的 (𝜌, 𝜎) 曲面（圖 5）顯示，回收量在整個範圍內皆隨招募率上升、隨魔女出現率下降。在 

𝜎 = 0.5、𝜌 = 0.006 的角落，魔女化比例降至零：所有少女皆折損於戰鬥或爭奪，完全沒有能量

被回收。

圖 5 丘比的回收量（左）與魔女化比例（右）在招募率與魔女出現率上的分布。每格兩次重複

試驗。

4.4結果三：累積回收量受候選人流入所限

圖 6 限制候選人池，設 Λ = 0.03 與 𝑃max = 60，並逐一變動招募率。累積回收量出現飽和：超
過 𝜌 ≈ 0.066 之後，8000 日的總量落在 235 至 244 單位之間，與丘比締約的積極程度無關。此

一水準由流量項 Λ𝑓𝑤𝑇 ≈ 204 與一次性存量項 𝑃max𝑓𝑤 ≈ 51 決定。兩者之和為 255，比實測總
量高出約 17 單位，而這正是模擬結束時仍在場的人數：她們已消耗候選人，但尚未完成轉變。

此一分解說明了飽和的成因。高招募率能迅速將現有的候選人存量轉換為能量，但該存量僅能消

耗一次；耗盡之後，回收速率便受限於 Λ，亦即新候選人變得適格的速度。因此使累積回收量最
大化的招募率，會隨評估期間拉長而下降：𝑇 = 500 與 𝑇 = 2000 日時 𝜌∗ = 0.140，𝑇 = 8000 日

時則降至 0.110。高招募率的全部優勢，皆取自一個不會補充的存量，這正是龐氏結構：早期的
高回收來自一次性的存量，而非可持續的流量，唯有不斷有新的候選人加入才能維持。
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圖 6 左：三種評估期間下，正規化累積回收量對招募率，並標出各自的極大值位置。右：候選

人池受限時，低招募率與高招募率的回收軌跡。

4.5結果四：侵略性呈現公地悲劇的結構

將侵略性參數固定，使全體採取相同數值（圖 7 左圖），可見集體最適解落在偏低但非零的侵

略性上。生涯長度中位數在 𝑎 = 0.15 達到最高，種子稀缺時為 524 日、充裕時為 549 日，而在 

𝑎 = 1 時降至 140 日與 132.5 日。同時存在的人數在同一範圍內下降 3.8 至 7.8 倍。全面的侵略

性對所有人都是昂貴的。

有兩點值得進一步說明。在 𝑎 = 0 時，兩種情況下的生涯中位數皆為 455 日，恰好等於 1/𝛼，
亦即完全沒有淨化時的壽命。由於每個城區僅有戰鬥力最高的少女能與魔女交戰，種子的取得會

集中於最強者，因此即使魔女充裕，中位數的少女也無法取得任何種子。這同時說明了為何少量

的侵略性反而會提高中位數：奪取種子的行為，將種子自獨佔獵場者手中重新分散出去。

入侵分析（invasion analysis，圖 7 右圖）可將個體利益與集體利益區分開來，其作法是在既有族

群中放入少量突變者，她們的侵略性與既有族群不同，再看她們是否活得比較久。在資源稀缺、

既有族群（resident）的侵略性為 𝑎 = 0.25 的情況下，𝑎 = 0.5 的突變者（mutant）達到既有族

群生涯中位數的 1.035 倍，𝑎 = 0 僅達 0.94 倍，𝑎 = 1 更僅有 0.66 倍。換言之，存在一個內部最

適反應，它同時高於既有族群的水準與集體最適解，侵略性因而會逐漸向上飄移。種子充裕時，

各種突變者皆不如既有族群，分別為 0.88、0.70 與 0.56 倍，此一壓力便隨之消失。以社會學習

（social learning）傳遞的侵略性，其均衡值亦與此一致：稀缺時 𝑎 = 0.258，充裕時為 0.238。

因此，本模型中的侵略性在資源稀缺時對個體是有利的，對集體卻是昂貴的，此即公地悲劇的結

構 [4]。而它的出現，並不需要任何一條提及合作、背叛或領域的規則。
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圖 7 左：全體採取相同侵略性時，生涯長度中位數隨侵略性參數的變化。右：突變者對 𝑎 = 0.25 

既有族群的入侵適應度（invasion fitness），以生涯長度中位數之比表示，虛線為中性水準。

4.6與建模依據的一致性

上述行為中有三項與本研究建模時所依據的理解一致：一座城市同時僅維持少數幾名少女、獵場

會受到防守，而某一區域中最強的少女傾向獨佔該區。這三項都未被寫入規則。在模型中，它們

是資源結構與交戰規則共同作用的結果，可作為模型行為合理性的檢查，適用範圍以本文所使用

的參數區間為限。

生涯長度刻意不列入這項檢查。自然濁化率 𝛼 是為了讓 1/𝛼 落在一年多而選定的，生涯中位數

自然也就落在該值附近，因此兩者相符屬於校準，而非結果。

5討論

5.1結果的整體意義

綜合四項發現可知，在本模型中，種子經濟扮演的是緩衝而非解方。種子能延長個別少女的生涯、

擴大族群規模，式 2 也精確說明了原因：它們加入了濁化預算。種子做不到的是改變少女折損

的速率，而 式 3 顯示這個速率由締約率決定。在穩態下，每一份契約最終都會產生一次折損，

而其中固定比例會帶來回收。

與漁業模型的對照，最值得注意的地方正是類比失效之處。在開放取用的漁場中，捕撈努力量會

持續上升，直到經濟租耗盡、存量被過度利用為止 [1]。而在本模型中，努力量與存量屬於同一族

群，因此提高努力量不只消耗資源，也同時消耗採收者本身。其結果是丘比的最適策略與直覺不

同：它偏好魔女稀少的環境，以使少女走向飽和而非碎裂；也僅在短期評估下才偏好高招募率，

因為長期而言真正的限制在於候選人池。

結果四則疊加了一層方向相反的效應。少女之間的爭奪消耗了原可用於延長生涯的預算，因而縮

短生涯；但它同時將種子自獨佔者手中重新分散，反而提高了中位數。純合作與純侵略的族群皆

非表現最佳者。在 𝑎 = 0.15 附近，重分配已經開始發生，而衝突成本還不明顯，這正是該處成

為內部最適解的原因。
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5.2將模型用作規則核心

模擬與語言模型的弱點方向相反。規則引擎能守住不變量，但產出的是數值而非描述；語言模型

能產出流暢的描述 [9]，卻難以在長時間運行中可靠地遵守不變量。一種可行的分工是：不變量

（invariant）交由模擬層把關，敘述文字交由生成層產出。模型裁決何者合法並計算後果，語言

模型則提出結構化的意圖，再把產生的狀態變化寫成文字。

本研究的結果另指出模擬層在維持一致性之外的第二種用途：它能提供一組統計量供生成敘事

遵守，例如生涯長度、爭奪演變成衝突的頻率、族群的稀疏程度，以及一名少女的預算主要消耗

於何處。這些量是生成層難以自行可靠估計的。

5.3延伸方向

本模型中的三方都可以改寫成會學習的個體，但預期的收穫並不相同。判斷依據有二：該方在模

型中是否真的做決策，以及讓它學習的成本相對於它可能改變的結論。

讓丘比學習的成本最低，用處也最直接。它是單一決策者，目標明確（累積回收量），而且每個

宏觀步只行動一次，因此不必更動模型的其他部分就能學習一個策略。結果三只比較了固定招募

率，而候選人池的水位是可觀測的狀態，因此一個依狀態調整的策略或許能勝過任何固定值：池

子見底時降低招募，回補後再提高。若成立，結果三所描述的龐氏結構就從一個現象變成一

個可最適化的控制問題。本研究以表格式 Q-learning 在同一模型上做了測試（src/madoka_abm/

rl_kyubey.py），決策以 100 日為一個宏觀步，動作為六個離散招募率，並以折現因子取代評估

期間。在 𝛾 = 0.9、0.99 與 0.999 三種設定下各訓練 2000 個回合，學到的策略皆未勝過最佳固

定招募率，回收量分別少了 5%、14% 與 26%。此一設定有兩點限制了實驗能說明的範圍：累積
回收量在 𝜌 ≈ 0.096 以上幾乎持平，狀態依賴策略可爭取的空間小於評估雜訊；學到的表格也明

顯欠擬合。因此本研究將這個問題記為未決，而非已解。

讓魔法少女學習的成本高得多，但可能改變的結論也更多。目前侵略性是一個沒有記憶的數值，

若改為讓每名少女依局部狀態（手上種子數、自身濁化、同格人數）自行學習強硬與否，本模型便

成為一個標準的序列式社會困境：同時會有十餘至三十個策略彼此對抗，各自面對的環境都在變

動。記憶使互惠與聲譽成為可能，結果四的結論很可能改變，這正是值得付出那份成本的理由。

在本模型中，魔女不做任何決策，只是資源的流動，沒有可最適化的目標；賦予它們策略只會增

加參數，而沒有對應的問題可答。

此外有兩個方法面的延伸。其一是為參數掃描訓練代理模型，使圖 4 的解析度不再受模擬成本

限制。其二是反過來做參數推論：給定一組想要的族群層面特徵，反推哪些參數組合能產生它。

兩者的瓶頸都在產生訓練資料，而非模型本身。各項的計算量估計與進入點記於專案的 docs/

ROADMAP.md。

6研究限制

本模型涵蓋魔法少女、魔女與丘比所構成的子系統，前言所列的五項假設均為便於處理而採取的

簡化形式。參數是為了涵蓋不同區間而選定的，並非估計值，因此絕對數值只在模型內部有意義。

情緒狀態被併入自然濁化項，而未另行建模。戰鬥判定允許每隻魔女每日僅一次交戰，並判給在

場戰鬥力最高者，此即結果四中獨佔效應的來源，換用其他交戰規則將會削弱該效應。侵略性只

是一個數字，不帶記憶，因此互惠與聲譽被排除在外，重複互動下的均衡很可能不同。平均生涯長

度只就已完成的生涯計算，因而受到低估，原因是模擬結束時仍在進行中的生涯沒有被計入（統

計上稱為右設限，right-censoring），這也是本研究模擬中 𝑀  高出 𝑅𝐿 約 14% 至 91% 的原因；
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魔女愈多，模擬結束時尚未結束的生涯就愈多，兩者的差距也愈大。此外，由於移動與交戰都以

日為單位發生，𝛼 不只決定壽命的單位，也決定一段生涯裡包含多少次遭遇。把 𝛼 連同所有每

日速率一起縮放，生涯中位數仍維持在 1/𝛼，但無因次的結果會移動：𝛼 相差四倍時，魔女化比

例介於 0.78 至 0.88，爭奪對戰鬥的比值介於 8.3 至 4.3。本文報告的每一項關係，其方向在縮
放後仍成立，水準值則不然，只屬於此一時間單位。最後，丘比是參數化而非最適化的；本研究

嘗試學習一個依狀態調整的策略（見 小節 5），並未勝過最佳固定招募率，而 圖 6 顯示其目標

函數本就會強烈依賴評估期間。

7結論

將悲嘆之種的循環寫成模型並加以模擬之後，可觀察到數項量化特徵。魔女稀少時，消耗一段生

涯大部分濁化預算的是少女之間的爭奪，而非與魔女的戰鬥，且此一爭奪會隨魔女增加而平息。

種子供給改變的是生涯結束的方式而非頻率，因此使種子變得充裕，只是以一種折損方式取代

另一種，反而降低丘比的回收。丘比的累積回收量受制於新候選人出現的速度，這使其偏好的招

募率取決於評估期間的長短。而爭奪種子的侵略性，呈現的是典型的公地悲劇：資源稀缺時對個

體有利，對集體則是昂貴的。以上各項均非直接寫入規則，而是在本文標明的參數範圍內由模擬

產生。
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附錄 A 重現與驗證

取用方式。 模型、實驗主程式、所有圖表背後的資料，以及本文中英兩版，皆置於 https://github.

com/yuna0x0/madoka-magica-abm，摘要頁面為 https://madoka-magica-abm.pages.dev。本研

究為獨立進行，出於興趣而作，未經同儕審查；如發現錯誤，歡迎透過前述倉庫回報。

本模型以 Python 實作，唯一相依套件為 NumPy（src/madoka_abm/world.py，約 210 行程式

碼）。實驗主程式（madoka-abm experiments）可於單核心上在三分鐘內重新產生所有圖表與結

果檔。重複試驗使用確定性隨機種子 0, 1, 2, …

恆等式檢驗。 式 1 是一條恆等式，理應在每一段生涯上精確成立，因此可作為實作是否正確的

檢驗。在橫跨 𝜌 ∈ [0.02, 0.08]、𝜅 ∈ [1.5, 3.0] 與 𝜎 ∈ [0.007, 0.027] 的設定下，由 式 2 預測的生

涯長度與實際生涯長度，全部 5444 段記錄到的生涯中，相對誤差至多為 8 × 10−15，已達浮點

精度。任何濁化階段的記帳錯誤，例如施加成本卻未記錄，或淨化未自種子容量中扣除，都會立

即破壞此一恆等式。

穩態檢驗。 在 𝜎 ≤ 0.2 的範圍內，[4000, 6000] 日與 [6000, 8000] 日兩個視窗的人數落在重複試
驗的雜訊之內：視窗之間的變化為 2% 至 12%，而重複試驗之間的離散度為 7% 至 19%，可知 

8000 日的長度足以支撐本文報告的統計量。魔女充裕時暫態較長：𝜎 = 0.5 時人數在前 6000 日

仍在上升，因此 [2500, 3000] 這類較早的視窗仍落在暫態之內，其值為 16.7，而後期視窗為 30.6。
將這組設定延長至 24000 日後，各個 2000 日視窗的人數在 23.9 至 31.9 之間起伏，沒有趨勢，

可知 8000 日足以掌握水準，但仍留有約 ±15% 的緩慢起伏；閱讀 𝜎 = 0.5 一欄時應一併考慮這

個範圍。先前一次以 2500 日進行的模擬則過短，並產生系統性偏低的人數；此處特別記錄，因

為這是以較短時程重現本研究時最可能遭遇的問題。
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